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MATHEMATIQUES

Session 2009

Durée : 2 heures
Coefficient : 2

Matériel autorisé :

Toutes les calculatrices de poche, y compris les calculatrices programmables,
alphanumériques ou a écran graphique, a condition que leur fonctionnement soit
autonome et qu’il ne soit pas fait usage d’imprimante.

(Circulaire n® 99 — 186 du 16/11/1999.)

Dés que le sujet vous est remis, assurez-vous qu’il est complet.
Le sujet comporte S pages numérotées de 1/5 a 5/5.

Un formulaire de 3 pages est joint au sujet.
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EXERCICE 1 (10 points)

La direction de la chaine des magasins OPTITAN, qui commercialise des lunettes solaires, se
propose de déterminer le prix de vente unitaire d’un de ses modéles pour réaliser 1a meilleure
recette possible.
La direction raisonne a partir des deux hypothéses suivantes :

— pour un prix de base de 50 euros, il y a 10 000 clients acheteurs en une année ;

— toute augmentation de 20 euros entraine une diminution de 20 % du nombre de clients.

A. Modeéle discret

1° La suite (p,), avec n entier naturel compris entre 0 et 4, des différents prix testés, en euros,
par I’entreprise est une suite arithmétique de premier terme po = 50 et de raison » = 20.
Déterminer py, pa, p3 et pa.

2° Pour #n entier naturel compris entre O et 4, on désigne par ¢, le nombre de clients acheteurs
potentiels, lorsque le prix unitaire est égal a p,,.
a) Montrer que (c,) est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier
terme.
b) Exprimer, pour tout n entier naturel compris entre O et 4, ¢, en fonction de n.

3° Pour 7 entier naturel compris entre O et 4, on désigne par r, la recette correspondant au prix
unitaire p,.
a) Reproduire et compléter le tableau suivant.

. n 0 1 4
Dn 50 70 130
Cn 10 000
Fn 500 000

b) D’aprés le tableau précédent, quel prix p, permet a OPTITAN de réaliser la meilleure
recette ?

B. Modeéle continu

I. On considére I’équation différentielle (E): y' =-— 20 vy,

100
ou y est une fonction de la variable réelle x, définie et dérivable sur I’intervalle [0, 4], et y' sa

fonction dérivée.

1° a) Déterminer les solutions de 1’équation différentielle (E).
b) Déterminer la solution C de I’équation différentielle (E) qui vérifie C(0) = 10 000.
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2° a) Reproduire et compléter le tableau de valeurs suivant, dans lequel les valeurs c, ont été
obtenues a la question A. 3° et les valeurs C(n) sont a calculer avec la fonction C obtenue
au B. I. 1°b). Arrondir les valeurs C(n) a I’unité.

n 0 1 2 3 4
Nombre de clients potentiels
obtenu avec le premier modéele : 8 000
Cn
Nombre de clients potentiels
obtenu avec le deuxiéme 8187
modele : C(n)
C(n) —c, 187

b) Pour quelle valeur de n I’écart entre le nombre de clients acheteurs potentiels obtenu
avec le deuxiéme mod¢le et le nombre de clients acheteurs potentiels obtenu avec le
premier modele est-il le plus important ? Quel est alors cet écart ?

II. On considére la fonction R de la variable réelle x définie sur 1’intervalle [0, 4] par :

R(x)=(5+2x) e~ **~.

1° a) Calculer R'(x), pour tout réel x de I’intervalle [0, 4].
b) Etudier le signe de R'(x) sur I’intervalle [0, 4].
En déduire le tableau de variation de R, dans lequel on fera figurer les valeurs exactes de
R(0), de R(4) et de R(xp), ou xo est la valeur de x pour laquelle la fonction R admet un
maximum.
¢) Donner les valeurs approchées arrondies a 10~ 2 de R(2,5) et R(4).
En utilisant le tableau de variation précédent, donner le nombre de solutions de I’équation
R(x) = 6 dans ’intervalle [0, 4]. On ne demande pas de justification.

2° On admet que, lorsque le prix de vente unitaire du mode¢le de lunettes solaires considéré au
début de ’exercice est (50 + 20x) euros, avec 0 < x < 4, la recette correspondante est R(x), en
centaines de milliers d’euros.
Répondre aux questions suivantes en utilisant les résultats de la question B. II. 1°.
a) Déterminer le prix unitaire, en euros, du modele de lunettes permettant d’obtenir la
meilleure recette. Quelle est alors cette recette, arrondie a I’euro ?
b) Deux prix permettent une recette égale a 600 000 euros. Expliquer pourquoi 1’un est
favorable a I’acheteur et ’autre au vendeur.
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EXERCICE 2 (10 points)

Les quatre parties de cet exercice peuvent étre traitées de facon indépendante.

Dans le service d’ophtalmologie d’un centre hospitalier, on dispose de deux fichiers,
concernant un grand nombre de patients. Le fichier 1 contient les fiches cartonnées de patients
atteints d’un glaucome. Le fichier 2 concerne des patients non atteints de glaucome.

A. Evénements indépendants
Dans cette partie, on demande les valeurs exactes des probabilités.

On s’intéresse aux allergies déclenchées chez les patients du fichier 1 par deux collyres C; et
C,. L’examen du fichier montre que 5 % des patients sont allergiques a C; et 10 % des
patients allergiques a C,.

On préleve une fiche au hasard dans le fichier 1.

On note A I’événement : « la fiche prélevée est celle d’un patient allergique a C; ».

On note B I’événement : « la fiche prélevée est celle d’un patient allergique a C; ».

On suppose que les événements A et B sont indépendants.

1° Donner les probabilités P(A) et P(B).

2° Calculer la probabilité de 1’événement : « la fiche prélevée est celle d’un patient allergique
aux deux collyres ».

3° Calculer la probabilité de I’événement : « la fiche prélevée est celle d’un patient allergique
a I’'un au moins des deux collyres ».

Dans les parties B, C et D, les valeurs approchées sont a arrondir a 1 02

B. Loi binomiale et loi de Poisson

Dans le fichier 1, seulement 10 % des fiches indiquent une « pression intraoculaire » normale
(1a pression intraoculaire est la pression de I’humeur aqueuse a 1’intérieur de 1’ ceil).

On préleve au hasard et avec remise » fiches dans le fichier 1.

On désigne par X la variable aléatoire qui a tout prélévement de » fiches associe le nombre de
fiches indiquant une pression intraoculaire normale.

1° Justifier que la variable aléatoire X suit une loi binomiale dont on précisera les parameétres.

2° Dans cette question, on prend n = 10.
Calculer la probabilité que, dans un tel prélevement, aucune fiche ne présente une pression
intraoculaire normale.

3° Dans cette question, on prend n = 100.
On considére que la loi suivie par la variable aléatoire X peut étre approchée par une loi de
Poisson.
a) Donner le paramétre A de cette loi de Poisson.
b) On désigne par Y une variable aléatoire suivant la loi de Poisson de parametre A, ou A
est la valeur obtenue au a).
Calculer, a I’aide de la table du formulaire, P(Y < 3).
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C. Loi normale

Dans cette question, on consideére la variable aléatoire Z qui, a toute fiche prélevée au hasard
dans le fichier 1, associe la pression intraoculaire du patient, exprimée en millimeétres de
mercure.

On admet que Z suit la loi normale de moyenne 19 et d’écart type 2.

Calculer, a I’aide de la table du formulaire, la probabilité P(15 < Z <23).

D. Test d’hypothese

Dans cette partie, on cherche a déterminer s’il existe une différence significative entre la
moyenne des « pressions systoliques » (la pression systolique est la pression artérielle au
moment de la contraction du cceur) des patients du fichier 1, atteints de glaucome, et celle des
patients du fichier 2, non atteints de glaucome. Ne pouvant consulter toutes les fiches, on
décide de procéder a un test d’hypothése.

On note X la variable aléatoire qui & chaque fiche prélevée au hasard dans le fichier 1 associe
la pression systolique du patient, exprimée en millimétres de mercure.

On note X; la variable aléatoire qui a chaque fiche prélevée au hasard dans le fichier 2 associe
la pression systolique du patient, exprimée en millimétres de mercure.

On admet que X; suit la loi normale N (i, 25) et que X; suit la loi normale N (u2, 20), ou py
et 1, sont les moyennes inconnues des pressions systoliques des patients des fichiers 1 et 2.
On désigne par X, la variable aléatoire qui a chaque échantillon aléatoire de 200 fiches
prélevées avec remise dans le fichier 1 associe la moyenne des pressions systoliques.

On désigne par X, la variable aléatoire qui a chaque échantillon aléatoire de 200 fiches
prélevées avec remise dans le fichier 2 associe la moyenne des pressions systoliques.

On note D la variable aléatoire telleque : D= X, — X, .

L’hypothese nulle est Hy : p; = pa.

L’hypotheése alternative est Hi : p; # Wa.

Le seuil de signification est fixé a 5 %.

On admet que sous I’hypothése nulle Hy, la variable aléatoire D suit la loi normale

2 2
.N(O, 25 +20 )

200

1° Sous I’hypothese nulle Hy, déterminer le nombre réel positif 4 tel que :
P(-h<D<h)=0,95.

2° Enoncer la régle de décision du test.

3° On préléve un échantillon aléatoire de 200 fiches dans chacun des fichiers. La moyenne
observée sur 1’échantillon du fichier 1 est x; = 133. Celle observée sur 1’échantillon du

fichier 2 est x, = 130,
Peut-on, au seuil de signification de 5 %, accepter I’hypothése H, ?
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FORMULAIRE DE MATHEMATIQUES
BTS OPTICIEN-LUNETIER

1. RELATIONS FONCTIONNELLES

in(ad)=Ina+Inb, oha>0eth>0

2. CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL

a) Limites usuelles
Comporfement a l'infini

exp(a +b)=expaxexpb

Comportement a l'origine

lim Int=+w ; limint=-ow
[ +o =0
lim e =40 : Sia>0, lim*=0; sia<0, lim (% =+
15+ t—0 =0
Sia>0, lim (¥ =+ ; sia<0, lim (9 =0 . T T
[~ +c0 -+ Sia>0, I]I—TOI l""',o-
roissances comparées 4 l'infini
t
. . (3 . . Inz
Sia>0, lim —=+w Sia>0, Im —=90
1= 400 (¥ Y
b) Dérivées et primitives
Fonctions usuelles
70 FAO) 7 70
Int ! 2
! =1+tan“¢
’ ’ tan/ c052,
e e 1
- Arcsin ¢t
t* (ae C) ar®! 1-¢2
sin { cos !t ..__l
Arc tan/ 3
. 1+1¢
cos / ~-sin [

Opérations
@+v) =u'+v'
(x u)' =kau'

(uv)' =u'viuv

! 1
(1 _u
u u?
’
(u] _u'v—uy'
v vi

¢) Calcul intégral

Valeur moyenne de f sur [a, b} :

b
7,—1--‘1—]‘0](1)&

Formulaire de mathématiques

rou . ..
(in 1) =—, u a valeurs strictement positives
u

’
@a) zaua-] u

Intégration par parties :
| :’u(;) V(e) dt = [l W] - j:.,'(,) W) dt
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d) Développements limités

35 2p+l 2 4

inf=1- 4l i (1) 2p+1 I AU R G,
sinf =1t 3‘+5!+ +( l) +1 a(t) cost =1 2!+4!+ +( ]) (2_pﬁ+’ s(t)

12p+15!

¢) Equations différentielles

Equations Solutions sur un intervalle I
at) X' +b(f)x =0 ' f()= ke=%1) o1 G est une primitive de ¢ bT(j%
a

3. PROBABILITES

a) Loibinomiale P(X =k)= Cﬁpkq"'* ou Cﬁ — ; E(X) =np , o(x)= J”P‘I

kW n—-k)
b) Loide Poisson 4| o2 03 0,4 05 06
(X =1)= etk 0 08187 | 0,7408 | 0,6703 | 0,6065 | 0,5488
P(X = k)= k! 1 0,1637 | 02222 | 02681 | 03033 | 03293
2 00164 | 00333 | 0053 | 00758 | 00988
B(x)=2 3 00011 | 00033 | 00072 | 00126 | 00198
4 0,0000 | 00003 | 00007 | 00016 | 0.0030
vx)=4 5 0,0000 | 00001 | 00002 | 00003
6 0,0000 | 0,0000 | 0,000
N 1 1.5 2 3 ‘4 5 6 7 8 9 10
0 0368 | 0223 | 0135 | 0050 | 0018 | 0007 | o002 | ocor | o000 | o000 | o.000
1 0368 | 0335 | 0271 | o149 | 0073 | 003¢ | o015 | o006 | o003 | o061 | o000
2 0.18¢ | 0251 | 0271 | 0224 | 0147 | o008« | o045 | 0022 | oo | o005 | o002
3 0061 | 0126 | 0180 | 0224 | 0195 | 0140 | 0089 | o00s2 | 0029 | o015 | o0.008
y 0015 | 0047 | 00% | o168 | 0195 | 0176 | 0134 | oos1 | oo0s7 | 003¢ | o019
5 0003 | 0014 | 003 | o101 | o1s6 | 0176 | o161 | o128 | o092 | o061 | o0.038
6 0001 | 0004 | o012 | o00s0 | o104 | o146 | o161 | o149 | 0122 | oe91 | o063
7 0000 | 0001 | 0003 | 0022 | o060 | o104 | o138 | o149 | o140 | oa17 | 0090
8 0000 | o0o0o1 | ooos | o030 | ooss | w103 | o130 | o140 | o132 | oan3
9 0000 | o003 | 0013 | o003 | ooe | o101 | oa2¢ | o0a32 | oa2s
10 o001 | ooos | oo | ooar | o007 | 0099 | oam1s | oazs
1 0000 | 0002 | 0008 | 0.023 | 0045 | 0072 | 0097 | o0.114
12 0001 | 0003 | oom1 | oo2 | o048 | 0073 | 0095
13 0000 | o0oo1 | 0005 | o014 | 003 | oo0s0 | 0073
14 0000 | 0002 | 0007 | 0017 | 0032 | 00s2
15 0.001 | 0003 | 0009 | 0019 | 0035
16 0000 | o001 | ooos | oom | o022
17 0001 | o002 | o006 | o013
18 0000 | 0001 | 0003 | 0.007
19 0000 | 0001 | 0.004
20 0.001 | 0.002
7 0.000 | 0.001
2 0.000
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¢) Loinormalc

2

. L oy - - |y
La loi normale centrée réduite est caractérisée par la densité de probabilité : f(x)= —e 2

N

EXTRAITS DE LA TABLE DE LA FONCTION INTEGRALE DE LA LOI NORMALE CENTREE, REDUITE A (0,1)

ﬂ(()=P(T$1)='[_l_f(x)dx

] 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,08
0,0 0,5000 0,5040-( 05080 05120 0,516 0 0,5199 0,523 9 0,5279 0,5319 0,5359
0.1 0,5398 0,5438 0,5478 0,55117 0,55517 0,559 6 0,563 6 0,567 5 0,571 4 0,5753
0,2 0,5793 0,583 2 0,587 1 0,591 0 0,594 8 0,598 7 0,602 6 0,606 4 0,6103 0,6141
0,3 0,6179 0,6217 0,6255 0,6293 0,6331 0,636 8 0,640 6 0,644 3 0,648 0 0,651 7
0,4 0,655 4 0,659 1 0,662 8 0,666 4 0,670 0 0,673 6 0,6772 0,680 8 0,684 4 0,687 9
0,5 0,6915 0,6950 0,698 5 0,701 9 0,705 4 0,708 8 0,7123 0,7157 0,7190 0,722 4
0,6 0,7257 0,729 0 0,7324 0,7357 0,738 9 0,7422 0,7454 0,748 6 0,751 7 0,754 9
0,7 0,758 0 0,761 1 0,764 2 0,767 3 0,770 4 0,773 4 0,776 4 0,779 4 0,7823 0,7852
0,8 0,788 1 0,791 0 0,793 9 0,796 7 0,799 5 0,8023 08051 0,807 8 0,810 6 0,8133
0,9 08159 0,818 6 0,8212 0,823 8 0,825 4 0,8289 0,8315 0,834 0 0,836 5 0,8389

1,0 0,8413 0,843 8 0,846 1 0,848 5 0,850 8 0,853 1 0,8554 0,857 17 0,859 9 0,862 1
L1 0,864 3 0,866 5 0,868 6 0,870 8 0,8729 0,8749 0,8770 0,8790 0,881 0 0,883 0
1,2 0,884 9 0,886 9 0,888 8 0,890 7 0,8925 0,894 4 0,896 2 0,8980 0,899 7 09015
1,3 0,903 2 0,904 9 0,906 6 0,908 2 0,909 9 09115 09131 09147 0,9162 09177
1,4 09192 0,920 7 092212 0,923 6 0,9251 0,926 5 0,927 9 0,929 2 0,930 6 09319
1,5 0,9332 0,9345 0,9357 0,9370 0,9382 0,939 4 0,940 6 0,941 8 0,942 9 0,944 1
1,6 0,9452 0,946 3 0,947 4 0,948 4 0,949 5 0,950 5 0,9515 09525 0,9535 0,954 5
1,7 0,955 4 0,956 4 0,9573 0,958 2 0,959 1 0,959 9 0,960 8 0,961 6 0,962 5 0,963 3
1,8 0,964 1 0,964 9 0,965 6 0,966 4 0,967 1 0,967 8 0,968 6 0,969 3 0,969 9 0,970 6
1,9 0,9713 09719 0,972 6 09732 0,973 8 0,974 4 0,9750 0,975 6 0,976 1 0,976 7

2,0 0,9772 0,9779 0,9783 0,978 8 0,979 3 0,979 8 0,9803 0,9808 0,981 2 0,981 7
2,1 0,9821 0,982 6 0,9830 0,983 4 0,983 8 0,984 2 0,984 6 0,9850 0,985 4 0,985 7
22 0,986 1 0,986 4 0,986 8 0,9871 09875 0,987 8 0,988 1 0,988 4 0,988 7 0,989 0
23 0,9893 0,989 6 0,989 8 0,990 1 0,990 4 0,990 6 0,990 9 0,9911 0,9913 0,991 6
24 0,9918 0,9920 0,9922 09925 0,99217 09929 0,993 1 09932 0,993 4 0,993 6
25 0,9938 0,994 0 0,994 1 0,994 3 0,994 5 0,994 6 0,994 8 0,994 9 0,9951 0,9952
2,6 0,9953 0,9955 0,9956 09957 09959 0,996 0 0,996 1 0,996 2 0,996 3 0,996 4
2,7 0,996 5 0,996 6 0,996 7 0,996 8 0,996 9 09970 0,9971 09972 0,9973 0,997 4
2,8 0,997 4 0,9975 0,997 6 0,997 7 0,997 17 09978 09979 0,9979 0,998 0 0,998 1
2,9 0,9981 0,998 2 09982 0,998 3 0,998 4 0,998 4 0,998 5 0,998 5 0,998 6 0,998 6

TABLE POUR LES GRANDES VALEURS DE ¢

L4 3,0 3,1 32 33 34 3.5 3,6 3.8 4,0 4,5

(1) 0,998 65 0,999 04 0,999 31 0,999 52 0,999 66 0,999 76 0,999 841 | 0999928 | 0,999 968 | 0,999 997

Nota : TI(~t)=1-T11{r)
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