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Exercice 1 (11 points)

Les deux parties sont indépendantes.
Partie A

Une entreprise effectue des contrdles pour détecter si un produit satisfait aux normes prévues. Le produit
est conditionné en boites. Les controles montrent que la probabilité qu’une boite prélevée au hasard dans
la production soit défectueuse est égale a 0,006.

Soit 7 un entier naturel. On note X la variable aléatoire qui 4 chaque lot de n boites du produit tirées au
hasard et avec remise dans la production associe le nombre de boites défectueuses dans ce lot.

1) Justifier que la variable aléatoire suit une loi binomiale. Donner 1’espérance mathématique de X en
fonction de n.

2) Déterminer, en fonction de n, la probabilité qu’il n’y ait aucune boite défectueuse dans le lot.
3) Dans cette question, on prend n = 500.

On admet que I’on peut approcher la loi de probabilité de la variable aléatoire X par une loi de
Poisson.

a) Déterminer le parametre de la loi de Poisson.

b) On désigne par X; une variable aléatoire suivant la loi de Poisson de paramétre A, ou A est la
valeur obtenue au a). En utilisant cette loi de Poisson et la table du formulaire calculer la
probabilité qu’il y ait au plus deux boites défectueuses dans le lot.

Donner le résultat approché arrondi a 1072,

4) Dans cette question, on prend n = 10 000.
On admet que I’on peut approcher la loi de probabilité de la variable aléatoire X par une loi normale.

a) Calculer la moyenne et I’écart type de cette loi normale.
Donner, pour I’écart type, le résultat approché arrondi a 1072

b) On note Y une variable aléatoire suivant la loi normale de moyenne 60 et d’écart type 7,72.
Calculer a I’aide de la table du formulaire la probabilité P(49,5 < ¥ < 70,5).

c) En déduire la probabilité qu’il y ait, au sens large, entre 50 et 70 boites défectueuses dans le
lot de 10 000 boites. Donner le résultat approché arrondi 4 1072

Partie B
L’entreprise organise une enquéte de satisfaction auprés de ses clients.

Soir Z la variable aléatoire qui a tout échantillon de n fiches, prélevées au hasard et avec remise dans le
fichier de la clientele, associe le pourcentage de clients correspondants satisfaits par le produit.

) . 1- .
On admet que Z suit la loi normale de moyenne p et d’écart type rd=p) , ou p est la proportion
n

inconnue de clients satisfaits par le produit dans I’ensemble de la clientéle.
Un sondage auprés d’un échantillon aléatoire de 100 clients a montré que 85 d’entre eux étaient satisfaits.
1) Donner une estimation ponctuelle de p.

2) Donner une estimation de p par un intervalle de confiance avec le coefficient de confiance 95%.
Arrondir les bornes 4 1072,

3)  Peut-on affirmer que p est compris dans cet intervalle de confiance ? Pourquoi ?
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Exercice 2 (9 points)

Partie A
Soit (E) ’équation différentielle y’ + y = —2x ™ ou y désigne une fonction de la variable réelle x définie et
dérivable sur R et y' sa fonction dérivée.

1) Déterminer les solutions sur R de I’équation différentielle (Eo) : y'+y=0.
2) Vérifier que la fonction fdéfinie sur R par f(x) = —x%¢™ est une solution particuliére de (E).
3) Donner ’ensemble des solutions de (E).

Partie B
On consideére la fonction g définie sur R par g(x) = e *—x’e ™.
1) Justifier que g est solution de 1’équation différentielle (E) de la partie A.

2) Soit 4 la fonction dérivable sur R représentée par la courbe ci-dessous :
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\
\ 2

e ——
\/ 0 \'\?

-1 0 1 2 3 4

y

On admet que la fonction % est une primitive de la fonction g sur R.

1

En utilisant le graphique précédent donner une valeur approchée de 1’intégrale Ig(x)dx . On expliquera la
[

démarche utilisée.

3) On se propose de calculer la valeur exacte de ’intégrale précédente.
1

a) A I’aide d’une intégration par parties, démontrer que J'x e "dx=1-2¢"".
0
b) On sait que g est une solution particuli¢re de 1’équation différentielle (E) de la partie A, c'est-a-dire que,
pour toutréel x ona :

gx)=-g'(x)-2xe™".

1
En déduire que j.g (x)dx =4e™' —1, puis la valeur exacte de 1’aire, en cm?, de la portion du plan comprise
0
entre la courbe représentative de g (tracée a la question 5 de la partie B), I’axe des abscisses, ’axe des
ordonnées et la droite d’équation x =1.
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FORMULAIRE DE MATHEMATIQUES

BTS OPTICIEN-LUNETIER

1. RELATIONS FONCTIONNELLES

in{ab)=Ina+Inb, oia>0eth>0

expla + b)=expaxexph

2. CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL

a) Limites usuelles

Comportement a linfini

lim Inft=+o ;
t—+oo
lim ef =+ce ;
t->+oo
Si>0, lim % =+e ;
134 oo [—>+oa

Croissances comparées a l'infini
et
Sig>0, lim — =+
t—3+00 &
. . Int
Sia>0, lim —=0
t—+oa ;&

b) Dérivées et primitives

six<0, lim r*=0

Comportement a I'origine

lim Int = ~oe

t—0

Sig>0, im:* =0 ;

Sia>0, limtnz=0.

si@<0, imt% =+c

1—0

Fonetions usuetles
0 1) I () 1@
ot : L ol+tm?
d tant o2t !
el et 1
1% (ae €) ot Arcsin 1
: 1
smt cost? Arctan? 3
cos t ~sint 1+¢
Opérations

(u+v)'=u'+ v

¢) Calcul intégsral

Valeur moyenne de fsur [a, b} :

L[ )

b—ada
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’

’ U o . ..
(Inu) = =, u & valeurs strictement positives
u

7
’
(ua) =au®ly

Intégration par parties :

[Py vy ar =t - | :u'(,) v(e) dt

-1-
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d) Développements limités

sint =1 —i+i+---+ (—-1)"—~fi+z2”“a () |cost= l—t—+i+---+(—l)P—tzi+t2Ps ()
3t s @p+1) 20 41 @p)

e) Eguations différentielles

Equations Solutions sur un intervalile 1

a(t)x +bt)x=0 f@)= k=50 o4 G estune primitive de f > %g—%

3. PROBABILITES

.
a) Loi binomiale P(X'—‘k)=Cf,pkq"_k oo Crt=_ 2 __. E(X)=np ; o(X)= \npg

kn—k)
b) Loi de Poisson 7 -

P 2 03 0,4 0,5 0.6

et 4k 0 03187 | 07408 | 0,6703 | 0,6065 | 05488

PX = k)= k! 1 0,637 | 02222 | 02681 | 03033 | 03293

2 00164 | 00333 | 0053 | 00758 | 0,0988

E(x)=2 3 0001t | 0,0033 | 0,0072 | 00126 | 0,0198

4 4 o0000 | 00003 | 00007 | 00016 | 00030

vix)=1 5 00000 | 00001 | 00002 | 00003

6 00000 | 00000 | 00000

Tk 1 15 2 3 4 5 6 7 3 9 10

0 0368 | 0223 0.135 00560 | 0018 | 0007 | 0002 | o001 c000 | 0.000 0.000
1 0368 | 0335 | o027 049 | 0073 | 0034 | 0015 | o006 | 0003 | o001 0.000
2 0.184 0.251 0271 0224 | 0147 | 0084 | 0045 | o022 | oon 0005 | o0.002
3 0.061 0126 | 0380 | 0224 | 0195 | o140 | o008 | 0o0s2 | 0029 | o015 0.008
4 0015 | 0047 | 0.09 0168 | 0195 | 0176 | 013¢ | o091 0057 | 0034 | o019
5 0.003 0.014 0.036 0101 | 0156 | 0176 | 0161 e128 | 0092 | o061 0.038
6 0.001 0.004 | 0.012 0.050 | 0104 | 0146 | 0.161 0149 | 0122 | o0.001 0.063
7 0.000 | 0.001 0.003 0022 | 0060 | 0204 | 0138 | 0149 | 0140 | 0117 0.090
8 0.000 | 0.001 0008 | 0030 | 0065 | 0103 | 013 | o140 | 0132 | o113
9 0.000 0003 | 0013 | o036 | o0& | oam 0124 | 0132 0.125
10 0.001 0005 | 0m8 | o041 | oom 0.099 | 0119 0.125
i} 0000 | 0002 | 0008 | 0023 | 0045 | 0072 | 0097 0.114
12 0.001 | 0003 | eon 0026 | 0048 | 0073 0.095
13 0.000 | 0001 0005 | 0014 | 0030 | 0050 0.073
14 0000 | 0002 | 0007 | 0017 | 0032 | o052
15 0.001 | 0.003 0.009 | 0019 | 0.035
16 0.000 | o001 | o005 | oom 0.022
17 0.001 0.002 | 0.006 0.013
18 0.000 | 0.001 0.003 0.007
19 0.000 | 0.001 0.004
20 0.001 0.002
21 0000 | 0.001
7 0.000
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¢) Loi normale

2

La loi normale centrée réduite est caractérisée par la densité de probabilité : S (x) = 2

N

EXTRAITS DE LA TABLE DE LA FONCTION INTEGRALE DE LA LOI NORMALE CENTREE, REDUITE N (0,1)

O@¢)=P{T<s)= f:m fx)dx )
N

0

z 0,00 0.01 0,02 0,03 0,04 0,05 0.06 0.07 0,08 0.09
0,0 0,500 0 0,504 0 6,508 0 0,512 0 0,516 0 0,5199 0,523 9 0,5279 0,5319 60,5359

0,1 0,539 8 0,543 8 05478 0,5517 0,5557 0,559 6 0,563 6 0,5675 0,5714 0,5753
02 0,5793 8,583 2 0,587 1 0,591 0 0,594 8 0,598 7 6,602 6 0,606 4 0,6103 0,614 1
0.3 0,617 9 0,621 7 0,6255 0,629 3 0,633 1 0,636 8 0,640 6 0,644 3 0,648 0 0,651 7
04 0,655 4 0,659 1 0,662 8 0,666 4 0,670 0 0,673 6 0,677 2 0,680 8 0,684 4 0,687 9
05 0,691 5 0,695 0 0,698 5 0,701 9 0,705 4 0,708 8 0,7123 06,7157 0,7190 0,722 4
0,6 06,7257 0,729 0 0,732 4 0,7357 0,738 9 0,7422 0,745 4 8,748 6 0,751 7 0,754 9
0,7 0,758 0 0,761 1 0,764 2 0,7673 0,770 4 07734 | 0,776 4 0,779 4 0,7823 0,7852
03 0,788 1 0,791 0 0,793 9 0,796 7 0,799 5 0,8023 6,8051 0,807 8 038106 08133
09 0,815 9 0,8186 0,8212 0,823 8 08254 0,8289 0,8315 0,834 0 0,836 5 0,838 9

1,0 0,841 3 0,843 8 0,846 1 0,848 5 ¢,8508 0,853 1 0,355 4 0,8577 0,859 9 0,862 1
11 0,864 3 0,866 5 0,868 6 03708 08729 08749 08770 0,879 ¢ 0,881 0 0,883 0
1,2 0,884 9 0,386 9 0,888 8 0,890 7 08925 0,894 4 0,896 2 0,808 0 0,899 7 0,901 5
1,3 0,903 2 0,904 9 0,906 6 0,908 2 0,909 9 09115 09131 0,914 7 09162 09177
14 0,919 2 0,920 7 0,922 2 0,923 6 0,9251 0,926 5 0,9279 0,929 2 0,930 6 0,931 9
1,5 0,933 2 0,9345 0,9357 0,9370 0,938 2 0,939 4 0,940 6 0,941 8 0,942 9 0,944 1
1,6 0,945 2 0,946 3 0,947 4 0,948 4 0,949 5 0,950 5 09515 09525 0,953 5 0,954 5
1,7 0,9554 0,956 4 0,9573 0,958 2 0,959 1 0,955 9 0,960 3 0,961 6 0,962 5 0,963 3
1,8 0,964 1 0,964 9 0,965 6 0,966 4 0,967 1 0,967 8 0,968 6 60,9693 0,969 9 0,970 6
1,9 0,971 3 09719 09726 90,9732 0,973 8 09744 0,975 0 09756 0,976 1 0,976 7

2,0 09772 09779 09783 09788 0,979 3 0,979 8 0,980 3 09808 09812 0,981 7
2,1 09821 0,982 6 0,983 0 0,983 4 09838 0,984 2 0984 6 0,9850 0,9854 09857
22 0,986 1 0,986 4 0,986 8 0,9871 09875 0,987 8 0,988 1 0,988 4 0,988 7 0,989 0
2,3 0,989 3 0,989 6 0,9898 0,950 1 0,999 4 0,990 6 0,990 9 06,9911 09913 0,991 6
24 0,991 8 0,992 ¢ 0,992 2 09925 0,992 7 0,9929 0,993 1 0,993 2 0,993 4 0,993 6
25 0,993 8 0,994 0 0,994 1 0,994 3 0,994 5 0,994 6 0,994 8 0,994 9 0,995 1 0,9952
2,6 0,9953 09955 09956 0,9957 08,9959 0,996 6 0,996 1 0,996 2 0,996 3 0,996 4
2,7 0,996 5 0,996 6 8,996 7 0,996 8 0,995 9 0,997 0 0,_997 1 0,9972 09973 0,997 4
28 8,997 4 0,997 5 0,997 6 0,9977 0,9977 0,9978 0,997 9 0,9979 0,998 0 0,998 1
29 0,998 1 0,998 2 0,998 2 0,998 3 0,998 4 0.998 4 0,998 5 0,998 5 0,998 6 0,998 6

TABLE POUR LES GRANDES VALEURS DE ¢

; 3,0 3,1 3,2 3,3 3.4 35 36 38 4.0 45

1 ((3) 0.998 65 0.999 04 0,999 31 9,999 52 0.999 66 0,9§9 76 0999841 | 0999928 | 0,999968 | 0,999 997

Nota : I(~t)= 1-T1(r)

(V3
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