BTS OPTICIEN LUNETIER

MATHEMATIQUES

Durée : 2 H -~

Coefficient : 2

Matériel autorisé :
Calculatrice conformément 2 la circulaire N°99-186 du 16/11/1999

Des que le sujet vous est remis, assurez-vous qu’il est complet.
Le sujet comporte 4 pages, numérotées de 1/4 a 4/4.
Le formulaire comporte 3 pages.
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Les calculatrices sont autorisées conformément i la circulaire n® 99-186 du 16 novembre 1999,
La clarté du raisonnement et la qualité de Ia rédaction interviennent dans l'appréciation des copies.

EXERCICE 1 (9 points)
L'étude des fiches de 500 patients d'un cabinet d'ophtalmologie a permis d'établir le tableau
suivant.

Tranche d'age | moins de 25 ans de 25 ans 4 45 ans plus de 45 ans
Nombre de
visites annuelles ! 2 ! 2 3 ! 2 3
Effectifs 25 15 90 80 40 132 86 32

Par exemple, 86 personnes de plus de 45 ans sont venues au cabinet deux fois dans l'année.

1° On tire une fiche au hasard dans I'ensemble des fiches des 500 patients.
On considére que tous les tirages sont équiprobables. On note 4 I'éveénement : "le patient a
moins de 25 ans" et B I'événement : "le patient vient deux fois par an au cabinet".
a) Calculer la probabilité de chacun des événements 4, B et ANB.
b) Déterminer la probabilité de I'événement 4 sachant que I'événement B est réalisé.
Arrondir cette probabilité a 102,

2° Soit X la variable aléatoire qui, & chaque fiche tirée au hasard dans le fichier, associe le
nombre de visites annuelles inscrites sur cette fiche.

a) Déterminer les valeurs prises par la variable aléatoire X.

b) Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X.

c) Calculer I'espérance mathématique de la variable aléatoire X.

3° On préléve dix fiches au hasard et avec remise dans le fichier. On appelle Y la variable
aléatoire qui, & tout prélévement de 10 fiches, associe le nombre de fiches de patients de
moins de 25 ans.
a) Justifier que la variable aléatoire Y suit une loi binomiale dont on déterminera les
parametres.
b) Calculer I'espérance mathématique de la variable aléatoire Y.
c) Calculer la probabilité que, dans un tel prélévement, 2 fiches exactement
correspondent a des patients de moins de 25 ans. Arrondir a 10 2

4° On préleve cent fiches au hasard et avec remise dans le fichier. On considere la variable
aléatoire Z qui, a chaque prélévement de cent fiches, associe le nombre de fiches de patients
de moins de 25 ans.
On admet que Z suit approximativement la loi de Poisson de parametre 8.
a) Déterminer, avec la précision permise par la table, la probabilité de I'événement
E : "cing fiches au plus correspondent a des patients de moins de 25 ans".
b) On considére un entier naturel » et I'événement F : "n patients au plus ont moins de 25
ans". Déterminer la valeur minimale ny de l'entier n telle que la probabilité de F soit
supérieure a 0,5.
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EXERCICE 2 (11 points)

Une étude statistique effectuée sur une piece utilisée dans la fabrication des lunettes a donné
les résultats suivants ou :

x désigne le prix unitaire en euros,

y désigne la demande (la quantité demandée par les consommateurs), en milliers d'unités,
z désigne l'offre (la quantité offerte sur le marché par les producteurs), en milliers d'unités.

X 0,5 1 1,9 2,1 2,4 2,8 3,2 3,5
-y 10,5 6,9 6,5 5,9 3,3 4,7 4,3
z 2 2,4 2,8 2,9 3 3,1 3,2 3,3

A. Etude de fonctions f et g, définies sur [0, 5]
et tracé de leurs courbes représentatives

1° On appelle f'la fonction demande définie sur [0, 5] par fix) =y.
La demande, en milliers d'unités, pour un prix de x euros est donc f{x).

On admet que, pour tout x de [0, 5], fix)=¢" 03x+25

Le plan est muni d'un repére orthogonal (O ;7 , 7) ou l'unité graphique est 2 cm sur l'axe des
abscisses et 1 cm sur l'axe des ordonnees.

a) Etudier les variations de f'sur {0, 5].

b) Construire la courbe représentative C ;de la fonction f.

(On pourra utiliser le tableau de valeurs ci-dessus).

2° a) Compléter, apres l'avoir reproduit, le tableau suivant dans lequel on fera figurer des
valeurs approchées arrondies 2 107,

X 0,5 1 1,9 2,1 2,4 2,8 3,2 3,5
z 2 2,4 2,8 2,9 3 3,1 3,2 3,3
Z=¢" 7,39

b) Déterminer, a l'aide d'une calculatrice, le coefficient de corrélation linéaire de la série
statistique de variables x et Z. Arrondir a 107

c¢) Déterminer, a l'aide d'une calculatrice, une équation de la droite de régression de Z en x
sous la forme Z = ax + b ot a et b sont 2 arrondir 2 107"

d) Déduire du c) une expression de z en fonction de x.

3° On appelle g la fonction offre définie sur [0, 5].
L'offre, en milliers d'unités, pour un prix de x euros est donc g(x).
On admet que, pour tout x de [0, 5], g(x) =In(6,4x + 4,4).
a) Etudier les variations de g sur [0, 5].
b) Construire la courbe représentative C . de la fonction g dans le méme repére que la

courbe C ;.
(On pourra utiliser le tableau de valeurs figurant au début de cet exercice, en remarquant

que z=g(x).)
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B. Détermination du prix d'équilibre

Le prix d'équilibre est le prix de vente xy pour lequel I'offre est égale a la demande, c'est a dire

Sxo) = glxo) ou fixo) — g(x0) = 0.
On considére la fonction A définie sur [0, 5] par
h(x) = €72 —In(6,4x + 4,4) .

1° Vérifier que, pour tout x de [0, 5}, 2 '(x) =f '(x) — g '(x).

2° Déduire du 1°a) et du 3°a) de la partie 4 que, pour tout x de [0, 5], 2 '(x) <O.
En déduire le sens de variation de 4 sur [0, 5].

3° a) Démontrer que I'équation 4(x) = 0 admet une solution unique, notée xo, dans [4 ; 4,5].
b) Déterminer un encadrement d'amplitude 0,1 de xo.

4° Expliquer par une phrase comment on peut vérifier sur la figure de la partie 4 le résultat
obtenu au 3° de la partie B.

5° Dans cette question, pour simplifier, on prend pour prix d'équilibre x, = 4.
a) Calculer f{xp). Arrondira 10~ 2,
b) En déduire la quantité de piéces échangées sur le marche.
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FORMULAIRE DE MATHEMATIQUES
BTS OPTICIEN-LUNETIER

1. RELATIONS FONCTIONNELLES

In(ed)=Ina +Inb, ota>0etb>0

2. CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL

a) Limites usuelles

Comportement a l'infini

expla +5) = expaxesph

Comportement a l'origine

Im Inf=+ow ; hmInt=-ow
1>+ >0
lim e’ =+ ; Sig>0, limt* =0 ; si@<0, lim % =+
1>+ t—0 >0
Sia>0, lm ta=+oo; sl <0, . . L _
f>t o Sia>0, thglot Inz=0.
Croissances comparées 4 l'infini
t
. ) e ) . Intz
Sia>0, lim —=+w Sie>0, lim —=0
t—>+w & t-—>+0 §&
b) Dérivées et primitives
Fonctions usuelles
7 /@ ) f'@
Inz 1 2
=1+tan“¢
. tant cos t
e 1
- Arcsin t
t* (ae C) at®! 1-1%
sin ¢ cos t 1
_ Arc tant 111
cost ~sint
QOpérations
@+v) =u'+v (vou) =0/ o)’
! r
(ku) =ku

¢ 1] ’
W) =u'v+uv
! ’
(1) _u
u u2
4 ’ ’
(u _u'v-uv
v v2

¢) Calcul intégral
Valeur moyenne de f sur [a, b} :

(s

b-a

Formulaire de mathématiques

’

! u N . "
(lnu) =—, ua valeurs strictement positives
u

’
Gla) =aua—1 H'

Intégration par parties :

] :u(r) v(e) dr = fule @)% - | :u'(t) Wr) dt

-1- B.T.S. Opticien-lunetier



d) Développements limités

sint~t—’3+t5+ -+ (-1)7 271 2P+1e (1) = _‘2 2p
TR . (2_17‘*'—1)—3_” el cost =1 ET+ZT+ ‘-+(-1)'”Z——7~+t e(t)
¢) Equations différentielles
Equations Solutions sur un intervalle I
a(t)x' +b()x=0 flo)= ke~%® o3 G est une primitive de ¢ > ()
0
3. PROBABILITES
a) Lei binomiale P(X:k):Cf,pkq"' ou Cﬁ :k' :! P ; E(X)znp ; c(X):,/;p_q-
b) Loi de Poisson ) -
P 0.2 0,3 0,4 05 0,6
N e A F 0 08187 | 0,7408 | 06703 | 0,6065 | 0,5488
PX = k)= kt 1 01637 | 02222 | 02631 | 03033 | 03293
2 00164 | 00333 | 0053 | 00758 | 0,0088
E(X)= A 3 00011 | 00033 | 00072 | 00126 | 00198
4 0,0000 | 00003 | 00007 | 00016 | 00030
Vix)=21 s 00000 | 00001 | 00002 | 00003
6 0,0000 | 0,0000 | 0,0000
N 1 LS 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0 0.368 0.223 0.135 0.050 0.018 0.007 0.002 0.001 0.000 0.000 0.000
1 0.368 0.335 0211 0.149 0.073 0.034 0.015 0.006 0.003 0.001 0.000
2 0.184 0.251 0271 0.224 0.147 0.084 0.045 0.022 0.011 0.005 0.002
3 0.061 0.126 0.180 0.224 0.195 0.140 0.089 0.052 0.029 0.015 0.008
4 0.015 0.047 0.09% 0.168 0.195 0.176 0.134 0.091 0.057 0.034 0.019
5 0.003 0.014 0.036 o.101 0.156 0.176 0.161 0.128 0.092 0.061 0.038
6 0.001 0.004 0.012 0.050 0.104 0.146 0.161 0.149 0.122 0.091 0.063
7 0.000 0.001 0.003 0.022 0.060 0.104 0.138 0.149 0.140 0.117 0.090
8 0.000 0.001 0.008 0.030 0.065 0.103 0.130 0.140 0.132 0.113
9 0.000 0.003 0.013 0.036 0.069 a.101 0.124 0.132 0.125
10 0.001 0.005 0.018 0.041 0.071 0.099 0.119 0.125
1 0.000 0.002 0.008 0.023 0.045 0.072 0.097 0.114
12 0.001 0.003 0.011 0.026 0.048 0.073 0.095
13 0.000 0.001 0.005 0.014 0.030 0.050 0.073
14 .000 0.002 0.007 0.017 0.032 0.052
15 0.001 0.003 0.009 0.019 0.035
16 0.000 0.001 0.005 0.011 0.022
17 0.001 0.002 0.006 0.013
18 0.000 0.001 0.003 0.007
19 0.000 0.001 0.004
20 0.001 0.002
21 0.000 0.001
2 0.000
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¢) Loi normale

=
1 2

€
V2r

EXTRAITS DE LA TABLE DE LA FONCTION INTEGRALE DE LA LOI NORMALE CENTREE, REDUITE ¥ (0,1)

La loi normale centrée réduite est caractérisée par la densité de probabilité : f(x)=

()= P(r <1)= I_;f(x)dx

) 0,00 0,01 8,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09
00 | 05000 | 05040 | 05080 | 05120 | 05160 | 05199 | 05239 | 05279 | 05319 | 05359
o1 | 05398 | 05438 | 05478 | 05517 | 05557 | 05596 | 05636 | 05675 | 05714 | 05753
02 | 05793 | 05832 | 0,5871 | 05910 ( 60,5948 | 05987 | 06026 { 0,6064 | 06163 | 06141
03 | 06179 | 06217 | 06255 | 06293 | 06331 | 06368 | 06406 | 06443 | 06480 | 06517
04 | 06554 | 06591 | 06628 | 06664 | 05700 | 06736 | 06772 | 06808 | 06844 | 0,6879
05 | 06915 | 06950 | 06985 | 07019 | 07054 | 07088 | 07123 | 07157 | 7190 | 07224
06 | 67257 | 6,7290 | 07324 | 67357 | 0,7389 | 06,7422 | 0,7454 | 07486 | 60,7517 | 0,7549
07 | 07580 | 07611 | 07642 | 07673 | 0,7704 | 07734 | 0,77%64 | 0,7794 | 0,7823 | 0,7852
08 | 07881 | 07910 | 07939 | 0,7967 | 0,7995 | 08023 | 08051 | 08078 | 08106 | 08133
09 | 08159 | 08186 | 08212 | 03238 | 08254 | 0,889 | 08315 | 08340 | 08365 | 08389

1,0 0,8413 0,343 8 0,846 1 0,848 5 04,8508 0,8531 0,855 4 0,8577 0,859 9 0,862 1
L1 0,864 3 0,866 5 0,868 6 0,370 8 0,872 9 03749 038770 0,879 0 0,881 0 0,883 0
1,2 0,884 9 0,386 9 0,888 8 6,890 7 0,892 5 0,894 4 08962 0,898 0 0,899 7 09015
1,3 0,903 2 0,904 9 0,906 6 0,908 2 0,909 9 09115 09131 0,914 7 09162 09177
14 89192 09,9207 09222 0,923 6 09251 0,926 5 0,9279 09292 0,930 6 0,931 9
15 90,9332 60,9345 09,9357 90,9370 0,9382 0,939 4 0,940 6 09418 0,942 9 0,944 1
1,6 0,9452 0,946 3 0,947 4 04,9484 0,949 5 0,950 5 0,951 5 09525 0,953 5 0,954 5
L7 0,955 4 0,956 4 0,957 3 0,958 2 0,959 1 09599 0,960 8 0,961 6 0,962 5 0,963 3
1,8 0,964 1 0,964 9 0,965 6 0,966 4 0,967 1 0,967 8 0,968 6 0,969 3 0,9699 0,970 6
1,9 89,9713 09719 09726 0,9732 0,973 8 09744 09750 09756 0,976 1 0,976 7

2,0 0,9772 09779 09783 0,978 8 0,979 3 09798 0,980 3 0,980 8 0,981 2 0,981 7
2,1 0,982 1 0,982 6 0,983 9 0,983 4 0,983 8 0,984 2 0,984 6 0,985 0 0,985 4 098517
22 0,986 1 0,986 4 0,986 8 0,987 1 0,987 5 09,9878 90,9881 0,988 4 09887 0,989 0
23 0,9893 0,989 6 9,989 8 0,990 1 9,990 4 0,996 6 0,996 9 069911 99913 0,991 6
24 0,99138 0,992 0 4,992 2 09925 0,992 7 0,992 9 0,993 1 0,993 2 0,993 4 0,993 6
25 09938 0,994 0 0,994 1 0,9943 0,994 5 0,994 6 09948 0,994 9 0,995 1 0,995 2
2,6 0,9953 0,9955 09956 0,9957 09959 4,996 0 0,991 0,996 2 0,996 3 0,996 4
2,7 0,996 5 0,996 6 04,996 7 0,996 8 0.996 9 0,997 0 84,9971 09972 0,997 3 0,997 4
28 0,997 4 0,9975 09976 09977 0,9977 09978 09979 0,9979 0,998 0 0,998 1
29 0,998 1 0,9982 0,998 2 0,9983 0,998 4 0,998 4 0,998 5 0,998 5 0,998 6 0,998 6

TABLE POUR LES GRANDES VALEURS DE ¢

! 390 3,1 32 33 34 35 3.6 38 4,0 4,5

Ti( 0,998 65 0,999 04 0,999 31 0,999 52 0,999 66 0,999 76 0,999 841 | 0999928 | 0,9999%8 | 0999997

Nota : TI{~t)=1-T1(¢)
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